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 درس اول 

 ( ره ی ها در دا   ه ی و زاو   ه ی اول   م ی مفاه ) 

 ه ی اول میمفاه

در   Oمانند   یاز صفحه است که از نقطه ثابت یمجموعه همه نقاط  رهیدا : ف ی تعر 

فاصله اش   ره یدا  یهر نقطه رو  گریباشند. به عبارت د rآن صفحه، به فاصله ثابت 

قرار   رهیدا ی باشد رو rبرابر  Oکه فاصله اش از   یااست و هر نقطه  rبرابر   Oاز 

 .دارد

)را با نماد   ره یدا  نی. معمولا امییگوی م  رهیرا شعاع دا rثابت  یرا مرکز و فاصله  Oثابت    ینقطه  ),C O r  

 .میدهی نشان م

 

)  ی ها ره یمتر مفروض است. دا  یسانت 5به طول  AB: پاره خط   1 مثال ),1C A   و( )' , 2C B د ی را رسم کن. 

 

 

 

 

 

  ییها ره ی، دا  2مربع و شعاع   نیا ی به مراکز راس ها د یریرا در نظر بگ  2به ضلع  ABCD: مربع  2مثال  

 .د یرا مشخص کن ره ی هر چهار دا نی. قسمت مشترک ب د یرسم کن
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 گذرد؟  ی در صفحه م ره یچند دا  Aاز نقطه مفروض :  3مثال 

 

 

 

 

 

 گذرد؟  ی م ره یچند دا Bو   A  زیاز دو نقطه متما:  4مثال  

 

 

 

 

 

 کدام است؟  Bو   A  زیگذرنده از دو نقطه متما  رهیدا ن یکوچکتر:  5 مثال

 ABو شعاع   Aبه مرکز   ره یدا (1

 ABبه قطر  ره یدا (2

 ABو شعاع  ABوسط   Mبه مرکز  ره یدا (3

 ABو شعاع   Bبه مرکز   ره یدا (4

 

 کند؟  یعبور م  رهیخط قرار دارند چند دا ک ی یکه رو  Cو  A  ،B  ز یاز سه نقطه متما:  6 مثال

 چیه (1

2) 1 

3) 2 

 شماریب (4
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 .عبور کند  ABCکه از سه راس مثلث   د ی رسم کن ی ا ره یدا:   7مثال  

 

 

 

 

 .کند   یعبور م  رهیدا ک ی قاًی خط قرار ندارند، دق کی  یکه رو  Cو   A  ،Bاز سه نقطه   : جه ی نت  

 

)  رهیو دا A(. نقطه رهیدا  کی نقطه و  کی  یاوضاع نسب) :   1نکته   ),C O r را نسبت به    ریز ت یاز سه وضع کی

 :هم دارند 

OAحالت:   نیاست. در ا ره یدا  رونیب Aالف( نقطه   r  فاصله  ( )1)شکلA  بزرگتر از شعاع   ره یتا مرکز دا

 (است ره یدا

OAحالت:   نیاست. در ا رهیدا ی رو A(  نقطه  ب r=  ( 2)شکل 

OAحالت:   نیاست. در ا رهیدرون دا A( نقطه پ r  ( 3)شکل 

 

 

 

 

)  رهیدا:  8 مثال ),13C O   مفروض است. نقطهA    و از مرکزO  3-5به فاصلهm   قرار دارد اگرA ره یدرون دا  

 تواند باشد؟ ی کدام م mباشد 

1) 7 

2) 6 

3) 4.5 

4) 5 
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 ره ی چند مفهوم دا   ی ادآور ی 

  یآن نقطه ا  گریو سر د  ره یسر آن مرکز دا کی که  ی پاره خط : ره ی شعاع دا 

 .باشد  رهیدا ی رو

در    ABباشد. )مانند وتر  رهیدا ی است که دو سر آن رو ی پاره خط : ره ی وتر دا 

 شکل روبرو( 

 

 .گذرد قطر نام دارد  ی م  رهی که از مرکز دا ره یاز دا ی وتر  : ره ی قطر دا  

است.   رهیاست و اندازه آن دو برابر شعاع دا رهیوتر دا ن یبزرگتر رهیقطر دا 

( )2CD r= 

 

آن دو نقطه   نیو تمام نقاط ب  رهیدا ی شامل دو نقطه رو ره یکمان دا  کمان:

مشخص    رهیدا یرا رو  ABدو کمان    Bو    Aمانند  ره یاست. هر دو نقطه از دا

هر کمان   ی رو یگر یتوان از نقطه د ی مشخص کردن آنها م ی کنند. برا یم

 در شکل مقابل( ANBو  AMB یاستفاده کرد. )مانند کمان ها 

 .است Bو   A، کمان کوچکتر مشخص شده توسط   ABمعمولا منظور از کمان   

 

)  ره ینقطه دا نی و دورتر ن یکترینزد :   2  نکته  ),C O r 

است که از   رهیاز دا ی، دو سر قطر  Pنسبت به نقطه ثابت 

P گذردی م( .امتداد آن از   ایP در شکل مقابل،  گذردی م ).

M نقطه و   نیکترینزدN  تا   رهینقطه دا نیدورترP است. 

 

 :میثابت کن میخواه یباشد؛ م ره یدلخواه از دا یانقطه  A  می فرض کن :اثبات 

 

  

 

 

 

 

 

 

PM PA PN   



 دایره  علیرضا مظاهری 
 

6 
 

 

در مثلث   ی مثلث  ی. بنابر نامساومیکنی وصل م   Oبه   Aباشد، آنگاه از   رهیدا رونی ب ایدرون   Pکه   یدر صورت

AOP  میدار: 

 

 

 

 

)  ره ینقاط دا نی و دورتر نیکتر ی: نزد 9 مثال ),C O r  نسبت به نقطهA  واحد از آن قرار    10و  4به فاصله

 .د یابیرا ب ره یدارند، شعاع دا

 

 

 

 

)  رهیو دا  d(. خط رهیدا ک یخط و   ک ی ی اوضاع نسب) :   3نکته    ),C O r را نسبت به   ر یاز سه حالت ز یکی

 شود(  یرسم م  dبر خط   Oاست که از نقطه   ی عمود یپا Hهم دارند: ) 

)  رهیو دا dالف( خط   ),C O r خط  م ییحالت گو نینقطه اشتراک ندارند. در اd رهیو دا C   .متخارج اند

r OH  شکل(خط  فاصله ( )1d بزرگتر است  رهیاز شعاع دا ره یاز مرکز دا ) 

)  رهیو دا dب( خط   ),C O r  خط   م ییحالت گو  ن ینقطه مشترک اند. در ا کی تنها درd رهیبر دا  C  مماس

rاست.  OH=  ( 2)شکل 

)  رهیو دا dپ( خط   ),C O r   در دو نقطهA    وB  خط   مییحالت گو نی مشترک اند. در اd رهیو دا C    متقاطع

rاند.  OH  ( م ینام یقاطع م رهیحالت خط را نسبت به دا نیدر ا( )3)شکل 

 

 

 

 

 

AO OP AP r OP AP NP AP

AP OP AO AP OP r AP PM

+   +   

 −   −  
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)  ره یاز مرکز دا 10به فاصله   dخط :  10 مثال ), 2 3C O چند نقطه   ره یبا دا dقرار دارد. خط   +

 مشترک دارد؟ 

 

 

 

 

کند   ی نقطه قطع م 8را در  aبه طول ضلع  ABCDاضلاع مربع   rو شعاع   Oبه مرکز   یاره یدا:   11مثال  

2:  د ینشان ده

2 2

a a
r  

 

 

 

 

نقطه   Aخط مورد نظر و  d  می فاصله نقطه از خط، فرض کن  : ی ادآور ی 

رسم   dبه  Aباشد که از  ی عمود ی پا Hو نقطه   dواقع بر   ریمورد نظر غ

 .است dاز خط   Aهمان فاصله نقطه  AHشود. اندازه پاره خط   یم

)بزرگتر است.   AH، از   dنقاط خط  ریاز سا Aاست که فاصله نقطه   یهیبد   )AB AH 

کوچک تر باشد.  Aاز  dخط   ینقاط رو   هی ، از فاصله بق Aاز  dخط   ی رو Hمانند  ی اگر فاصله نقطه ا : جه ی نت 

AH   برd عمود است. 

  Oتا   dخط  گری که فاصله تمام نقاط د ییعمود باشد، از آنجا OTبر شعاع   Tدر نقطه   dحال اگر خط   

  جه ی قرار دارند در نت ره یدا رون ی ب رد  Tاز   ر یغ dگرفت که تمام نقاط خط  جه ینت توانی است، م OTبزرگتر از  

 .مماس است رهی بر دا نینقطه تماس دارد و بنابرا ک یفقط  رهیبا دا dخط 

بر شعاع گذرنده   ره یخط در نقطه تماس با دا نیاند اگر و تنها اگر ابر هم مماس   ره یدا  کیخط و  ک ی : جه ی نت  

 .از آن نقطه عمود باشد 
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)  ره یبر دا Tدر نقطه   dاگر خط  :   4نکته   ),C O r   مماس باشد آنگاه شعاعOT  

 .عمود است dبر خط 

 

قرار دارند و فاصله   ره یدا  رونیب dنقاط خط   هیبق  را یاست. ز Oبه نقطه  dنقطه خط  نیکترینزد T اثبات:

 .عمود است dبر   OTقبل   جه یاست. پس با توجه به نت  O  ،rتا    Tفاصله  یاست ول  rاز  شتریب Oشان از ا

 

)  ره یدا ی رو Tنقطه :  12 مثال ),C O r  واقع است. در نقطهT د یرا رسم کن رهیخط مماس بر دا. 

 

 

 

 

)  ره یمتر و دا یسانت 5به فاصله  یدو خط مواز :   13مثال   ),3C O از دو خط    ی کیبر  رهیمفروض اند اگر دا

 .د یرا مشخص کن گریو خط د  رهیدا  تیمماس باشد وضع  یمواز

 

 

 

 

 

)  ره یدو مماس عمود بر هم بر دا:   14مثال   ),12 2C O  در نقطهM   متقاطع اند. طولOM  برابر کدام

 است؟

1) 16 

2) 18 

3) 20 

4) 24 
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)  رهینقاط دا نیو دورتر ن یکترینزد:  15 مثال ),C O R   نسبت به نقطهA  32و 18به فاصله   رهیدا رون یب  

 چقدر است؟ ATاندازه  میکنیرسم م  ره یرا بر دا AT، مماس  Aواحد از آن قرار دارند. از 

1) 24 

2) 25 

3) 16√2 

4) 9√3 

 

 

 :ره ی در دا   ها ه ی زاو 

  ره یو اضلاع آن دو شعاع دا ره یاست که راس آن مرکز دا یا  هی زاو  : ی مرکز   ه ی زاو 

 در شکل مقابل(  AOB ه یباشند. )مانند زاو

 

 

  

 .شود و واحد آن درجه است ی م فیمقابلش تعر  یمرکز   هی اندازه کمان همان اندازه زاو :   5نکته  

ABˆمثلاً در شکل بالا:    AOB=  ،یمرکز   هی اندازه زاو یعن ی  AOB  برابر اندازه کمانAB است. 

 

ADاست حاصل   رهیمرکز دا Oدر شکل  :   16مثال   BC+ د یابیرا ب. 
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1 1 2 2 3 3A B A B A B   

 

 

صورت است، رسم شعاع   ن یاز شکل به ا یکه قسمت یمعمولاً در مسائل  :   ده ی ا 

 .باشد  د یتواند مف ی شده م لیتشک نیالساق یو استفاده از مثلث متساو گرید

 

اندازه کمان با طول کمان متفاوت است. اندازه کمان بر حسب   :   6نکته  

  م یمتر ، متر و... است توجه دار یدرجه است و طول کمان بر حسب سانت

ندارد. در شکل   یبستگ  ره یشعاع دا ی بزرگ ا ی یکه اندازه کمان، به کوچک

3  یهستند و اندازه کمان ها Oها به مرکز   ره یدا 3 2 2 1 1, ,A B A B A B   در

 .برابرند  با   رهیداسه 

1 1 2 2 3 3A B A B A B = = =     

 .ستند یکمان ها با هم برابر ن  نیکه طول ا  یصورت در

 

  

توان طول   ی درجه است پس م 360به اندازه  یکمان  Rبه شعاع   ره یدا  کی ط یمح   نکهیبا توجه به ا :   7  نکته 

 :به دست آورد ریکمان، به صورت ز ه یکمان را بر حسب اندازه زاو کی

 

 

  

برابر   ABمتر طول کمان    یسانت 4به شعاع  ی ا رهیدر دا:  17 مثال
𝜋

2
چند   ABمتر است. اندازه کمان   یسانت 

 درجه است؟

 

 

 

 

 

 طول کمان طول کمان طول کمان

360 2

AB AB

R
=


 

 طول کمان اندازه کمان 
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محدود    رهیو آن دا رهیرا که به دو شعاع دا  رهیاز درون و دا یاه یناح : ره ی قطاع دا 

 .نامند  ی م ره یقطاع دا کیاست 

 

 

)  رهیاز دا یقطاع یمرکز  هی اگر زاو :   8نکته   ),C O R ی بر حسب درجه مساو     باشد طول کمانAB   برابر

است با: 
180

R
L


=


و مساحت قطاع برابر است با:   
2

360

R
s


=


 

 :اثبات

 

 

 

 

)  رهیدر دا:  18 مثال ),36C O   مساحت قطاع مشخص شده و طول کمان ،AB د یابیرا ب. 

 

 

  

 

 

)  ره ی: در دا 1مسئله  ),C O r ی وتر ها AB   وCD ری نظ یهاکمان  د یهم اندازه اند. ثابت کن  AB  وCD ز ین  

 .هم اندازه هستند 

 

 

 

  

 

2

2

2

360 360 2 360 180

360 360 360

AB AB L R R
L

R

AB s R
s

R

   




  



=  =  = =
   

=  =  =
  

 

 رهیدا مساحت

 قطاع  مساحت
 رهیدا طیمح

 طول کمان کمان  اندازه

 کمان  اندازه
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 .د یابیرا ب CAD ه یاست. اندازه زاو  رهیدا م یمرکز ن  Oدر شکل مقابل،  :  19مثال 

 

 

 

 

 

 

 چقدر است؟ ی رنگ  یبا توجه به شکل مجموع مساحت ها:  20 مثال

1) 9 

2) 
9

2
 

3) 6 

4) 3 

 

 

  

.  کند ی آن وتر را نصف م ر ینظ ی قطر عمود بر هر وتر، آن وتر و کمان ها ره یدر هر دا  د یثابت کن:   2مسئله 

,  :یعنی ,AB DE DH HE DB BE DA EA⊥  = = =   
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بر آن   کند، یوصل م  رهیوتر از آن دا ک یرا به وسط  رهیکه مرکز دا ی خط ره، یدر هر دا  د یثابت کن:   3 مسئله

 .کند ی نصف م ز یوتر عمود بوده و کمان متناظر با آن وتر را ن

 

 

 

  

 

عمود است و ان را نصف   ABبر   CD د یرا نصف کند. ثابت کن ABکمان  یا ره یاز دا CDاگر قطر  :ن ی تمر 

 .کند ی م

 

 

 

 

)  رهیدو دا:  21 مثال ), 2C O   و( )' ,5C O  کوچکتر   ره یبزرگتر که بر دا رهیاز دا یمفروض اند. طول وتر

 :مماس است برابر است با

1) √19 

2) √21 

3) 2√21 

4) 2√19 

 

12است. با فرض   رهیمرکز دا Oدر شکل، :   22مثال   , 18AB CH=  .د یابیرا ب ره یو شعاع دا =
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و    د یرا به دست آور  ABباشد آنگاه اندازه کمان  rبرابر  ABاگر طول وتر  rبه شعاع  ی ا ره یدر دا:   4 مسئله

3که   یمثال را در صورت  نیسپس هم , 2AB r AB r=  .د یباشد حل کن  =

 

 

 

  

 

 

 

 

 .د یابیرا ب ABاست. اندازه کمان   رهیمرکز دا  Oاست و  Rبرابر  ریشکل ز ره ی شعاع دا:  23مثال 

 

 

  

 

 

 

)  ره یدر دا:   5مسئله  ),C O r  به طول   یوترl  د ی ابیوتر را ب ن یاز ا ره یفاصله مرکز دا.  میکن یرسم م .

( )2l r 
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2
2'

4

l
OM OM r= = −  

 

 .تر است  کینزد رهیاز دو وتر نابرابر، آنکه بزرگتر باشد به مرکز دا رهیدر هر دا:   6مسئله 

 

 

 

 

 

 

 .بزرگتر است گریاست، از وتر د کترینزد  رهیاز دو وتر نابرابر آنکه به مرکز دا ره، ی: در هر دا 7 مسئله

 

 

 

)  رهیدر دا :   9  نکته  ),C O r وتر به طول   شماریبl   وجود دارد( )2l r   که

  ره یفاصله تمام آنها از مرکز دا
2

2

4

l
r   یا ره یوتر ها بر دا  نیا یاست، تمام −

و شعاع   Oبه مرکز 
2

2

4

l
r  .مماس خواهند بود  −

 

 

 .است و برعکس کسانی ره یهم اندازه باشند آنگاه فاصله آنها از مرکز دا ره یدا  کیاگر دو وتر از  :  10نکته  

)  رهی درون دا  Aنقطه  :  8 مسئله ),C O R وتر مرسوم از نقطه  نیو بلندتر  نیقرار دارد. کوتاه ترA    را مشخص

 .د یکن
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)  رهیدر دا:  24مثال  ),C O r  طول وترAB  نصف شعاع است ازM   وسطAB عمودMD    را برOA   رسم

 .د یابیب  رهیرا بر حسب شعاع دا  ADطول   میکنیم

 

 

 

 

 

 

)  رهیدر دا:  25 مثال ),13C O دو وتر را   نیرسم شده اند. فاصله ا 24و   10 ی به طول ها یدو وتر مواز

 .د یابیب

 

 

  

 

 است.(  ره یمرکز دا  O. )  د یرا به دست آور رهیشعاع دا ر یدر شکل ز:  26مثال 

 

 

  

 

 

)  رهیدر دا :   ن ی تمر  ),C O R  اگرH ارتفاع وارد از   یپاO  بر وترAB   باشد ثابت

2  د یکن 22AB R OH= −  

و اضلاع آن شامل دو وتر از   ره یدا  یاست که راس آن رو  یا  هی زاو : ی محاط   ه ی زاو 

 در شکل(  BAC  هی باشند. )مانند زاو ره یدا
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1

1 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ2

ˆ ˆ ˆ ˆ

OD OB D B
O D

O O B D

=  = 
 =

 = + 

 

 

 .برابر با نصف اندازه کمان مقابلش است یمحاط هی اندازه هر زاو :   1  ه ی قض 

 :میکن  یحل م ریرا در سه حالت ز ه یقض اثبات:

  Oرا به   Bحالت نقطه  نی باشد. در ا ره یقطر دا AD یعن ی هی از اضلاع زاو ی کیالف( 

 :می کنیوصل م ره یمرکز دا یعنی

 

 

1Ôاست پس:   ABروبرو به کمان  ی مرکز ه یزاو 1Ôو چون    AB=  جهیدر نت  ˆ
2

AB
D =  

. قطر  میریگی حالت از قسمت )الف( کمک م نیباشد. در ا ره یدر دو طرف مرکز دا  یمحاط  هی ب( دو ضلع زاو 

 :مانند قسمت )الف( هستند، پس BDEو    ADE  هی پس دو زاو. می کن  یرا رسم م Dگذرنده از  

 

 

  

 

را رسم   Dباشند. قطر گذرنده از   ره یطرف مرکز دا کی در  یمحاط هی ج( اضلاع زاو

 .د یالف( اثبات را کامل کن )کرده و با توجه به شکل و با استفاده از قسمت  

 

 

 

چند درجه   ABباشد آنگاه کمان  نیالساق یمتساو ACPدرجه باشد و مثلث   23برابر   P هی اگر زاو:  27 مثال

 است؟

1) 69 

2) 74 

3) 86 

4) 92 

 
ی خارج  هیزاو  

ˆ
ˆ ˆ ˆ2

2 2 2
ˆ

AE
ADE AE EB AB

ADB ADE BDE

BDE


= 

 = + = + =


= 
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)  ره یدر دا :  28مثال  ),C O r  قطرAB  وتر ز یو نAC نقطه می کنیرا رسم م .D  وتر  ی را روAC   چنان انتخاب

 :که  میکنیم

ˆˆ 60 , 5ODA COB DO cm= =  = 

 .د یرا به دست آور  DCاندازه پاره خط  

 

 

  

 

 

 𝐼اگر   کند ی قطع م  Dگذرنده از سه راس مثلث را در  رهی، دا ABCاز مثلث  A مسازیامتداد ن:  9مسئله 

DI.  د یها باشد ثابت کن مسازین  یمحل همرس  DB DC= = 

 

 

 

 

 

aI,نقاط   ر یدر شکل ز:  29 مثال I  ی و خارج یداخل  یها مسازیمحل برخورد ن  

از   گذرد یم ABCکه از رئوس مثلث  ی ا ره یدا د یهستند. ثابت کن Cو   B  یایزوا

 .گذرد   یکند م ی وصل م aIرا به  𝐼 که   ی وسط پاره خط
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 .قائمه است ره، یدا ک یقطر  ی روبرو ه یهر زاو د یثابت کن:  10مسئله 

 

 

 

 

  Oصورت است و   ن یاز شکل به ا یکه قسمت ی معمولاً در مسائل  : ده ی ا 

قائمه    ACB  ه یزاو نکهیو از ا م یکنیوصل م Bبه  Cاست. از  ره یمرکز دا

 .م یکن  یاست استفاده م

 

باشد اندازه  BD = 2و   AD = 6رسم شده اند. اگر  BCو  ABبا قطر   ییها ره یدا م ی: در شکل ن 30مثال 

 .د یابیرا ب B ه یزاو

 

 

 

 

به قطر وتر مثلث رسم   یاره ی، دا یاه یاگر در مثلث قائم الزاو :  11  نکته 

 .خواهد بود ره یدا نیا  یراس قائمه حتماً رو  م، یکن

 

 

کمان با   کی مقابل به  یمحاط یها ه یتمام زاو ره یدا  کیدر   :  12نکته  

ˆهم برابرند.    ˆ ˆ
2

AB
C D E= = = 
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دو وتر با هم   نیا نیمحصور ب   یاند. حتما کمان ها ی باهم مواز CDو   AB یوتر ها ره یدا  کیدر   :  13نکته  

 .برابرند 

 :میکنیوصل م Cرا به  Aنقطه   :اثبات 

 

 

 

 :یعنیاند  یمحاط  1Aو   1C  ی ها هی زاو ی از طرف

 

 

  

 )چرا؟(  ستینکته درست ن نیعکس ا د یتوجه کن

 

ACاست و   ره یقطر دا ABدر شکل مقابل  :   31مثال   BD د ی، ثابت کن AC BD=   

 

 

  

 

 

100PAM  م یشکل مقابل دار یهاره یدر دا:  32مثال  =    40وPEM =  هی اندازه زاو  AMB   چند درجه

 است؟

 

 

 

 

 

1 1
ˆ ˆ (1)

AB CD
C A

AC


 =



 
 مورب 

 

1 1
ˆ ˆ, (2)

2 2

(1), (2)

BC AD
A C

AD BC

= =

 =
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  گریکد ی رهیدو دا د ی. ثابت کن می کنیرسم مAC و  ABاضلاع   ی به قطر ها رهیدو دا ABCدر مثلث  :  33 مثال

 .کنند ی امتداد آن قطع م  ای BCضلع   یرا رو 

 

 

  

 

 

  د یاست ثابت کن BCوسط کمان   Mو  ره یمرکز دا  Oدر شکل روبرو  :  34مثال 
ˆˆ

ˆ
2

B C
AMO

−
=  

 

 

 

  

 

 

 

 

ˆاگر   ABCدر مثلث  :  35مثال  60 , 6A BC cm=  را   BCو عمود منصف  A مسازیفاصله محل برخورد ن  =

 .د یابیب  Bتا
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از اضلاع   ی کیقرار دارد و   رهیدا ی است که راس آن رو یاه ی زاو  : ی ظل   ه ی زاو 

باشد. در شکل مقابل   ره یآن مماس بر دا گری و ضلع د  رهیآن شامل وتر دا

ˆBAC است ی ظل ه یزاو کی. 

 

 

 .برابر با نصف اندازه کمان مقابلش است یظل  هی اندازه هر زاو :   2  ه ی قض 

 .قطع کند   Dرا در   ره یتا دا م یکنیرا رسم م  Aقطر گذرنده از   اثبات:  

 

 

 

 

ˆاست پس:  یمحاط BDAˆچون   ی از طرف
2

AB
BDA ˆ:  جهیدر نت =

2

AB
BAC   رهیکه مرکز دا ی در حالت =

  ی محاط ه یزاو کیقائمه و  ه یزاو کیآن را به  ،یظل  هی باشد با رسم قطر گذرنده از راس زاو یظل  هی درون زاو

  یهیباشد حکم بد  ی ظل هی وتر زاو  یکه مرکز رو  ی شود و در حالت یاثبات م  یکرده و حکم به سادگ  م یتقس

 .است

 

)  رهیدر دا:  36 مثال ),C O r   قطرهAB  با وترAC  سازد. مماس در نقطه  یدرجه م  30 هی زاوC رهیبر دا ، 

 .است نیالساق ی متساو  ACDمثلث   د ینشان ده کند ی قطع م  Dرا در نقطه  ABامتداد قطر 

 

 

 

 

 

  

 

 

ˆ 90
ˆ ˆˆ 90

ˆ 90

DBA
BDA BAC DAB

DAC

=  
 = = −

=  

 
 ( روبرو به قطر)

  (4طبق نکته ) 
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:  د یثابت کن  میرسم کرده ا d  ی را مواز ره یاز دا BCمماس است. وتر   یاره یبر دا Aدر نقطه  dخط :  37مثال 

AB AC= 

 

 

 

 

 

 

 50برابر  ABCˆاست. اگر   xABˆ  ه یزاو مسازین ACمماس بوده و  رهیبر دا Axدر شکل مقابل  :  38 مثال

 چند درجه است؟  ABدرجه باشد آنگاه کمان  

 

 

  

 

 

 :ره ی در دا   گر ی د   ه ی چند زاو 

هستند و اضلاعشان کمان   ره یدا  کی رون یب ایکه رئوس آنها درون و  م یپرداز یم  ییها ه یزاو یحال به بررس 

 .کنند ی جدا م ره ی دا یرو  ییها

 است.(   ره ی دو وتر )محل برخوردشان درون دا   ن ی ب   ه ی و زا  

: د یمتقاطع هستند ثابت کن رهیدرون دا Mدر نقطه  CDو  ABدر شکل دو وتر  :  11مسئله 

1
ˆ

2

AD BC
M

+
= 
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آنها برابر با نصف مجموعه    نیب ه یمتقاطع باشند آنگاه زاو رهیدرون دا ره یدا  یدارا  کیاگر دو وتر از  :  14  نکته 

 .است ه یمقابل آن زاو  یکمان ها

 

  

 

 چند درجه است؟ BMD  هی با توجه به شکل اندازه زاو:  39مثال 

 

 

 

 

 

 است.(   ره ی دا   رون ی دو وتر )محل برخوردشان ب   ن ی ب   ه ی زاو 

: د یمتقاطع هستند ثابت کن رهیدا رون یب Mدر نقطه  DCو  BAدر شکل دو وتر  :  12مسئله 

ˆ
2

BD AC
M

−
= 

 

 

 

 

آنها برابر با نصف قدر   نیب ه یمتقاطع باشند آنگاه زاو رهیدا رون یب ره،یدا  کیاگر امتداد دو وتر از  :  15  نکته 

 .است هی مقابل آن زاو ی مطلق تفاضل کمان ها
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 .د یرا به دست آور yو   x  یبا توجه به شکل اندازه ها:  40 مثال

 

 

  

 

 

 

ˆاست. اگر   ره یدا  می در مرکز ن Oقطر و    ABدر شکل، :  41مثال  ˆ3 , , 2A x E x DC x= = را   x، آنگاه  =

 .د یبه دست آور 

 

 

 

  

 :ره ی دو مماس بر دا   ن ی ب   ه ی زاو 

برابر   MBو   MAدو مماس   نیب ه یزاو د یدر شکل ثابت کن :  13مسئله 
2

AEB AFB− است.  

 

 

 

 

 

ˆ. مثلاً اگر  میی گو Mاز  د ید ه یرا زاو  رهیبر دا Mدو مماس مرسوم از نقطه   ن یب هی زاو  :   توجه  60M =    آنگاه

 .شود  یم  دهیدرجه د 60 هی زاو ه یبه زاو Mاز نقطه  رهیدا م، ییگو یم

آن دو مماس برابر با نصف قدر مطلق    نیب ه یآنگاه زاو  م،یرسم کن  رهیدو مماس بر دا  یااگر از نقطه  :  16  نکته 

 .است ه یمقابل آن زاو  یتفاضل کمان ها
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 .د یرا مشخص کن yو  x  یهاکمان  یبا توجه به شکل اندازه ها:  42 مثال

 

 

 

 

 

  

دو مماس   نیا نی ب ه یزاو 𝛼مماس باشند و   Oبه مرکز  یا ره یبر دا ’MTو  MTکه   ی در صورت  :  17نکته  

 :میریگ یم جه یباشد آنگاه نت

 

 

 

 

  

 :خط مماس و خط قاطع  ن ی ب   ه ی زاو 

ˆ: د یمماس است. ثابت کن  رهیبر دا MAدر شکل :  14مسئله  
2

AC AB
M

−
= 

 

 

 

 

 

آنها برابر با نصف   نی ب  هی آنگاه زاو می رسم کن رهیدا  ک یقاطع بر   کیمماس و  ک ی یااگر از نقطه  :  18  نکته 

 .است هی مقابل آن زاو ی قدر مطلق تفاضل کمان ها

 

180

180

x

y





= +

= −
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,رابطه   cو    a   ،b ی کمان ها  یاندازه ها نیدر شکل اگر ب:  43مثال 
4 7

b c
a   ره یبر دا MTبرقرار باشد و  =

 چند درجه است؟ M هی مماس باشد، آنگاه اندازه زاو

 

 

 

 

 

 

 در شکل مقابل کدام است؟  x ه یاندازه زاو:  44 مثال

1) 20 

2) 25 

3) 40 

4) 45 

 

 برابر کدام است؟  ی و پ  یپ ی مماس ها نیب ه یدر شکل مقابل زاو:   45مثال  

1) 30 

2) 20 

3) 50 

4) 40 

 

 

سازد و کمان   یدرجه م  80 ه یآن، زاو رونیدر ب  CDو  ABامتداد دو وتر هم اندازه   یاره یدر دا:  46مثال 

 چقدر است؟  ABهستند. اندازه کمان  5و  1به نسبت  هی زاو ن یداخل ا یها

1) 50 

2) 55 

3) 60 

4) 65 
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چه   Mدرجه است. از نقطه   40برابر  ’MTو  MT  یمماس ها ن یب هی شکل مقابل زاو رهیدر دا:  47 مثال

  شود؟ یم   دهید  رهیدا ط یاز مح یکسر

1) 
7

18
 

2) 
2

9
 

3) 
8

19
 

4) 
3

8
 

 

 

)  ره یدر دا:   48مثال   ),5C O  طول کمانAB د یرا به دست آور. 

 

 

 

 

 

  

  A ه یاست. اندازه زاو  BTبرابر اندازه وتر  ATو اندازه مماس   رهیمرکز دا  Oبا توجه به شکل، نقطه  :  49مثال 

 .د یابیرا ب
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 درس اول   - نمونه فصل اول    مسائل 

است در شکل   رهیمرکز هر دو دا  O)   د یاب یرا ب CDو   AB ی توجه به شکل اندازه و طول کمان ها با .1

 است.(  ره یمرکز دا

 

 

 

 

):  د یاست، ثابت کن ره یمرکز دا Oشکل،   در .2 )ˆ ˆ ˆ360 2O A B= − + 

 

 

 

 

خط مماس   ن یاست و بر ا Rکه شعاع آن ها مقدار ثابت  یی ها رهیمفروض است. مرکز همه دا  dخط  .3

 دارد؟  dنسبت به  یت یشکل چه وضع نیهستند؟ ا یچه شکل ی هستند رو

 

 

 

 

  2و شعاع آن   nخط   ی که مرکز آن رو د ی رسم کن یاره یمتقاطع اند. دا Aدر نقطه   nو   mخط  دو .4

 .مماس باشد   mمتر بوده و بر خط   یسانت
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)  ره یدر دا .5 ),C O R می ، دار  :AB =   وAB k=   فاصله .O   از وترAB   را باh ثابت  میدهی نشان م .

cot:  د یکن
2 2

k
h


= 

 

 

 

 

)  ره ی( در داالف .6 ),10C O  فاصله وترAB و فاصله وتر   6برابر  ره یاز مرکز داA’B’ رهیاز مرکز دا  

 .د یرا به دست آور ’A’Bو   AB یاست. طول وتر ها 8 یمساو

 د؟ یریگ  یو اندازه آنها م   رهیدرباره فاصله وتر ها از مرکز دا یا  جهی( چه نتب

 برقرار است؟ شه یهم جه ینت نیا ای( آپ

 

 

 

 

 

 

)هم مرکز   ره یدا  دو .7 ) ( ), , ' , 'C O R C O R   که    یبه طور'R R تمام  د یمفروض اند. ثابت کن

 .شوند هم اندازه هستند  یمماس م ’C رهیکه بر دا C رهیاز دا ییوترها
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)  ره یدا  دو .8 ) ( ),5 , ' ,3C O C O   ره ی که بر دا میکنی رسم م ی بزرگتر طور رهیاز دا یمفروض اند. وتر  

 .د یوتر را به دست آور نی کوچکتر مماس باشد. طول ا

 

 

 

 

 .برابرند  ره یدو دا ن یدو پاره خط محصور ب  د یثابت کن کند یهم مرکز را قطع م ره یدو دا یخط .9

 

 

 

 

گذرد؟ )با توجه   ی م Bو  Aاز دو نقطه  Rبه شعاع  ره یمفروض است. چند دا kبه طول  ABخط  پاره .10

 .( د یتعداد جواب بحث کن ی رو  Rو    k ر یبه مقاد

 

 

 

 

)  ره یدا .11 ),C O R  مفروض است، نقطهA  به فاصلهk  ازO   قرار دارد( )k R   درباره تعداد وتر .

 .د یبحث کن tو   k   ،Rمختلف   ریاست. با توجه به مقاد tطول  یگذرد و دارا ی م  Aکه از   ییها

 

 

 

 

 

 



 دایره  علیرضا مظاهری 
 

32 
 

 

 

2  ی ها ره یدا  دو .12 1,C C    2به مراکز 1,O O   در نقاطA   وB   متقاطع اند ازA  1  یمواز  یخط 2O O   رسم

1  د یقطع کند. ثابت کن Nرا در  2Cو   Mرا در  1Cتا    میکن یم 22MN O O= 

 

 

 

 

 

)  ره یدا  در .13 ),C O r یایزوا  O  وB که   ی مفروض اند به طور( ) ( )ˆˆ 16 , 3 12B x O x= + = . اولا   +

 .د یرا محاسبه کن Bو  O ه ی اندازه دو زاو اًی. ثاند یرا به دست آور xمجهول  

 

 

 

 

 

 

ACاست و   رهی مرکز دا  Oتوجه به شکل،   با .14 OD نقطه  د ی، ثابت کنD    وسط کمانBC است. 
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 .برابر است  رهیدر هر دو دا  ABاندازه کمان  د یمتقاطع اند ثابت کن Bو   Aدر نقاط    یمساو  ره یدو دا .15

 

 

 

 

 

را در   ره یکه دو دا  می ا دهیچنان کش یخط Aرا قطع کرده اند از  گریکد ی Bو    Aدر    یمساو  ره یدو دا .16

  BC = BD: د یقطع کند، ثابت کن Dو    Cنقاط 

 

 

 

 

 

قطع کرده   Cرا در  ره یدا  PBالاضلاع است و امتداد  یمتواز  ک ی ADPB  یدر شکل، چهار ضلع  .17

 .است نیالساق ی متساو PCDمثلث  د یاست. نشان ده
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 درس دوم 

 )رابطه های طولی در دایره( 

 رابطه های طولی 

اگر خط های شامل دو وتر از یک دایره یکدیگر را درون یا بیرون دایره قطع کنند بین اندازه پاره خط های  

 بیان خواهیم کرد. حاصل روابطی برقرار است که در ادامه آنها را 

قطع کند آنگاه   Bو  Aواقع در صفحه یک دایره آن دایره را در دو نقطه  Mهرگاه قاطع رسم شده از نقطه 

و یا به طور خلاصه دو قطعه قاطع   Mرا دو قطعه قاطع رسم شده از نقطه  MBو  MAپاره خط های  

 نامند. می 

 

   :   1قضیه  

.قطع کنند آنگاه   Mاز یک دایره یکدیگر را در نقطه    CDو   ABاگر دو وتر دلخواه  .MC MD MA MB= 

 

متشابه خواهند شد،    CMBو   AMDاگر انتهای وتر ها را مطابق شکل به هم وصل کنیم مثلث های  اثبات:

 زیرا:

 

 

 

 بنابراین با نوشتن نسبت های تشابه داریم: 

 

 

 چقدر است؟ x: در شکل مقابل  1مثال 

 

 

 

 

 

1 2
ˆ ˆ

ˆ ˆ
2

M M

AMD CMBAC
D B

 
=



= = 


 

 

 )زاویه محاطی( 

. .
AD MD MA

MC MD MA MB
BC MB MC

= = =  
 طرفین وسطین 
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را طوری قطع میکند که اختلاف دو قطعه ایجاد شده   10قطر دایره ای به شعاع  15: وتری به طول  2مثال 

 باشد. این وتر توسط قطر به چه نسبتی تقسیم شده است؟ 16بر روی قطر 

 

 

 

 

 

)از دایره   AB =6روی وتر    M: نقطه  3مثال  ),C O r  2طوری قرار دارد کهAM = MB   طول کوتاه ترین .

 در دایره رسم می شود چقدر است؟  Mوتری که از 

 

 

 

 

 

)از مرکز دایره   dدرون دایره به فاصله   M: فرض کنید از نقطه  1مسئله  ),C O R   وترهایAB  وCD   را

2رسم کرده ایم. ثابت کنید:   2. .MA MB MC MD R d= = −  

 

 

 

 

 

 

داخل دایره   Mحاصل ضرب اندازه قطعات روی هر وتری که از نقطه  نتیجه: 

(  dاز مرکز دایره )  Mبگذرد با هم برابر و مقدار ثابتی است که به فاصله نقطه  

2بستگی دارد و برابر است با   2R d−   . 
2 2. . . ...MA MB MC MD ME MF R d= = = = − 
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)  رهیاز دا 24به اندازه   AB: وتر 4مثال  ),14C O توسط نقطهM   شده است.  میتقس 3به  1به نسبت

 چقدر است؟ رهیاز مرکز دا M فاصله

1) 9 

2) 10 

3) 2√22 

4) 3√10 

 

.متقاطع باشند و    Mدر نقطه  CDو   AB ی اگر پاره خط ها( 1 ه ی)عکس قض  :   1  نکته  .MA MB MC MD= 

 .گذرد  یچهار نقطه م  نیوجود دارد که از ا یاره ی، آن گاه دا

 :به روش برهان خلف :اثبات 

را در   MDکه   می کنیو فرض م  میگذرانی م Cو   A   ،Bاز سه نقطه  یا ره یدا

D’  است که از سه نقطه   یهیقطع کند )بدA    ،B   وC خط   ک یواقع بر  ر یغ

 :میدار  رهیدا ی گذرد( طبق روابط طول  یم  رهیدا کی

 

MD':  میرابطه با فرض دار نیا سه یمقا از MD= جهیدر نت  D  برD’   منطبق

 .گذردی م ز ین Dاز   ره یاست پس دا

طرف   کیدر  ’Dو   D. ) می ریاز آن در نظر بگ  رونیب ای ره یرا در داخل دا D کند ی نم  یکه تفاوت م یدار توجه 

M ) هستند 

 

.متقاطع باشند اگر   Mقطرها در  ABCD  یدر چهار ضلع م یفرض کن :   2  نکته  .MB MD MA MC=   آنگاه

 .گذرد  یم  یچهار ضلع ن یراس ا 4وجود دارد که از هر   یا ره یدا

 

را قطع   گریکد ی ره یدا  رون یب Mمانند  ی در نقطه ا  ی ا ره یاز دا CDو   ABاگر امتداد دو وتر دلخواه  :   2  ه ی قض 

.کنند آنگاه   .MA MB MC MD= 

 

 

. . 'MA MB MC MD=  



 دایره  علیرضا مظاهری 
 

37 
 

 

  CMBو   AMD ی مثلث ها م یوتر ها را مطابق شکل به هم وصل کن  یاگر انتها :اثبات 

 :رای متشابه خواهند شد، ز

 

 .د یقبل را ثابت کن هی : عکس قض نیتمر

 

 

 

 

 

 .د یرا به دست آور xبا توجه به شکل مقدار :  5 مثال

 

 

 

 

 

)  رهیدر دا:  6 مثال ), 4C O   5اگر, 3PA AB=  برابر کدام است؟  OPآنگاه طول   =

1) 2√21 

2) 2√14 

3) 4√7 

4) 3√7 

 

 

ˆ ˆ

. .
ˆ ˆ

2

M M
MA MD AD

AMD CMB MA MB MC MDAC MC MB BCB D

 
=

  = =  =

= = 
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  PABواحد است. قاطع  8برابر P واحد تا نقطه مفروض   5به شعاع  رهینقطه از دا نیکتر یفاصله نزد:  7 مثال

 چقدر است؟ AB. اندازه  PA – AB =2رسم شده است که  یطور  ره ینسبت به دا

1) 5 

2) 6 

3) 7 

4) 9 

 

 

 .داشت م یرا خواه ریز  هیبالا قض هی دو قض یجمع بند  از

(  رهیدا رون یب ای)درون   Mمانند  ی در نقطه ا  CDو   ABشامل دو وتر دلخواه  یهرگاه خط ها :   3  ه ی قض 

.را قطع کنند آنگاه   گریکد ی .MA MB MC MD= 

)  ره یاز مرکز دا dبه فاصله   Mنقطه   د ی: فرض کن 2 مسئله ),C O R واقع باشد. اگر از نقطه   ره یو در خارج دا

M را در نقاط   ره یتا دا می رسم کن ره یبر دا یقاطعB   وA  2:  د یقطع کند، ثابت کن 2.MA MB d R= −  

 

 

 

 

 

 .د یابیرا ب xهم مرکز هستند طول   رهیدو دا ر یدر شکل ز:  8 مثال
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مربع اندازه   می رسم کن رهینسبت به دا یمماس و قاطع Aباشد و از  ره یدا  رونی ب یانقطه  Aهرگاه   :   4  ه ی قض 

 .دو قطعه قاطع  ی مماس برابر است با حاصلضرب اندازه ها

ثابت   م یخواه ی. م میمطابق شکل رسم کرده باش   رهیرا بر دا ABCو قاطع   ATمماس  د یفرض کن :اثبات 

 :میکن

 

 :می کن یاستفاده م  ACTو    ATB یکار از تشابه مثلث ها  نیا یبرا

 

 

 

 

 

 چقدر است؟ ABاست. طول وتر  6برابر  PTو طول مماس  PA = 4در شکل :  9 مثال

 

 

 

 

 

برابر کدام   ره یآنگاه شعاع دا MA = 3است. اگر  6برابر  MTطول مماس  Oبه مرکز   رهیدر دا:  10 مثال

 است؟

1) 4.5 

2) 5.5 

3) 3 

4) 4 

 

 

 

2 .AT AB AC= (AT نیب یواسطه هندس AB   وAC است) 

 

2

ˆˆ
2

ˆ ˆ

ز. ز

TB
ATB ACT

A A

AT AB TB
ATB ACT AT AB AC

AC AT TC

 


= = 




= 

⎯⎯→  = =  =

 

 ( کمان  کی روبه  یو محاط ی ظل هی زاو)

 

 )  ( 
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)  ره ینقطه دا  نیفاصله دورتر:  11 مثال ),C O R  از نقطهM و فاصله    16برابر  ره یدا  رونیبM  ره یتا مرکز دا  

23برابر  

2
 چقدر است؟ رهیبر دا Mاست. طول مماس رسم شده از   

1) 4√3 

2) 4 

3) 4√7 

4) 2√6 

 

 .د یرس  م یخواه ر یمطالب گفته شده به نکته ز ی جمع بند  با

)  ره یدا  رونی ب یانقطه   Mهرگاه  :   3  نکته  ),C O R  که از  یباشد، هر قاطع و مماسM حاصل   م،یرسم کن

 .قطعه ها با مربع اندازه مماس برابر است ی ضرب اندازه ها

2  یعنی . . . ...MT MA MB MC MD ME MF= = = =  

2چون   ی طرف از 2 2MT d R= حاصلضرب ها مقدار ثابت    نیاست. پس همه ا OM = dکه در آن  −
2 2d R− ا( .مقدار ثابت به فاصله  نیرا دارندM یبستگ  رهیتا مرکز دا  ).دارد 

 

  یواحد قرار گرفته است. طول قطعه مماس  3به شعاع  یا  رهیواحد از مرکز دا 5به فاصله   P نقطه:  12 مثال

 شود چقدر است؟  یرسم م   رهیبر دا Pکه از نقطه 

1) 2√3 

2) 4 

3) 3√2 

4) 6 

 

 .د یابیرا ب yو   x  ریدر شکل مقاد:  13 مثال

 

 

 

 

 



 دایره  علیرضا مظاهری 
 

41 
 

 

)  ره یدا  رون یب  Mاز نقطه :  3 مسئله ),C O R یمماس ها  MT   و'MT  ثابت  می کنیرسم م رهیرا بر دا .

 است( TT'و   OMمحل برخورد    H: ) د یکن

 

 

 

 

 

 

 ره ی خارج دا   ی ا از نقطه   ره ی مماس بر دا   رسم 

 :میکنیتوجه م ری رسم مماس ابتدا به مسئله ز یبرا

  N. اگر  میکنی وصل م  Oبه   Mرا رسم کرده و از  MTمماس   Oبه مرکز   ره یدا  رون یب  Mاز نقطه :  4 مسئله

 .گذرد  ی م Tاز  OMو قطر   Nبه مرکز   ره یدا  د یباشد. ثابت کن  OMوسط 

 

 

 

 

 

)  ره یخارج دا Mاز نقطه  ره یرسم مماس بر دا یبرا ),C O R به قطر   یاره ی ابتدا داOM ن ی. امیکن  ی رسم م  

 .کند ی را قطع م C رهیدا ’Tو   Tدر نقاط  ره یدا

  رهیهر دو دا ی رو د یبا ’Tو  Tمماس اند. )  ره یبر دا ’MTو  MT ی با توجه به مسئله قبل پاره خط ها حال

 باشند( 

MT'(  الف MT= ب  )OM ه یدو مماس و زاو  نیب ه یزاو مسازین  'TOT است. 

OH.2(  د .است TT'عمود منصف پاره خط   OM(  ج OM R= 

'2(  ه 4 .TT OH HM= و  )'. 2 .TT OM R MT= 
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  OMرو به قطر    OT’Mو   OTM  یایتوان اثبات کرد که زوا ی م نگونه یدر نظر گرفتن مسئله هم ا بدون

بر   یعن یعمودند  ’OTو    OT ی به شعاع ها ’Tو   Tدر نقاط   ’MTو    MTدرجه هستند. پس   90هستند و 

 .مماس اند   Oبه مرکز   ره یدا

2توان رسم نمود و   یم   رهی دو مماس بر دا قای دق  ره،یدا رون ی از هر نقطه ب : جه ی نت  2MT d R= − 

 

باشد که   یطور  ABخط شامل   رون یب Tامتداد آن مفروض اند. اگر نقطه  یرو   Mو نقطه  AB:   5 مسئله
2 .MT MA MB= د یآنگاه ثابت کن MT گذرنده از  ره یبر داA  ،B  وT  مماس است. 

 

 

 

 

B̂ˆقرار دارد که   ی طور BC ی رو  Dدر شکل نقطه :  14 مثال DAC=  د یثابت کن AC که از    ی ا ره یبر داB   ،

A  وD گذرد مماس است  ی م. 

 

 

 

 

)  رهیرسم شده از آنها بر دا یکه اندازه مماس ها  د یابیرا ب ینقاط مجموعه تمام :  15 مثال ),C O R   برابرR  

 .باشد 

 

 

 

 

ˆ  رایز ند یب یقائمه م  هی را با زاو رهیاست که دا یابه گونه   Mدر مثال فوق نقطه    : توجه  ' 90TMT =  
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  Mکه طول مماس رسم شده از نقطه    د یرسم کن  Oبه مرکز   یاره یمفروض اند، دا Oو    Mنقاط :  16 مثال

 .باشد   رهیبرابر شعاع دا ره ی دا نیبر ا

 

 

 

 

 

 نسبت به هم و مماس مشترک ها   ره ی دو دا   ی ها   حالت 

که بر هر دو   م یچنان رسم کن می بتوان ی در صفحه مفروض باشند و خط ره یاگر دو دا : ره ی مشترک دو دا   مماس 

که در شکل مشاهده    ی. )مانند خطوطمییگو یم  ره یمماس باشد، آن خط را مماس مشترک آن دو دا ره یدا

 ( د یکن یم

 

 .است ریمماس مشترک ها متغ ن یتعداد ا  رهیمختلف دو دا ی توجه به حالت ها با

طرف مماس مشترک باشند آن را مماس   ک یدر  ره یمراکز هر دو دا اگر

ها در دو طرف مماس مشترک باشند آن   ره یو اگر مراکز دا ی مشترک خارج

 .م ینام یم   یرا مماس مشترک خارج

 .است ره یاست که دو سر آن مراکز دو دا یپاره خط : ره ی دو دا   ن ی المرکز   خط 

 ( در شکل OO'مانند پاره خط  )
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  رهی دو دا   ت ی وضع 

 .باشد   یگرید  رونیب یکی متخارج اند هرگاه تمام نقاط  ره یدو دا متخارج :   ره ی دا   دو 

نقطه   نینامند. در ا ی مماس م شند،نقطه مشترک داشته با کیرا که فقط  ره ی دو دامماس :    ره ی دا   دو 

مماس باشد آن دو   ن یدر دو طرف ا ره یدو دا یمماس است. اگر مرکز ها رهیخط بر هر دو دا  کی مشترک 

 .نامند  ی م ی طرف باشند آنها را مماس درون کیو اگر هر دو مرکز در  ی را مماس برون ره یدا

 .نامند  یرا که فقط دو نقطه مشترک داشته باشند متقاطع م  ره یدو دا  متقاطع :   ره ی دا   دو 

 .م ینام ی باشد متداخل م یگری درون د  یکیرا که تمام نقاط  ره یدو دا  متداخل :   ره ی دا   دو 

 

  ن ی رابطه ب   ن ی آنها و همچن   ی تعداد مماس مشترک ها   ز ی نسبت به هم و ن   ره ی دو دا   ی حالت ها   ر ی جدول ز   در 

)  ره ی آنها آمده است. دو دا   ی و شعاع ها   ن ی خط المرکز  ) ( )' ', ' , ,C O R C O R  م ی ر ی گ ی را در نظر م. 

 

 تعداد مماس 

  یمشترک ها   

 ی داخل

 تعداد مماس 

  یمشترک ها   

 یخارج

 شکل  رابطه 
دو    یها  حالت

 ره یدا

2 2 ' 'OO R R + 

 

هم   برون

 )متخارج(

1 2 ' 'OO R R= + 

 

 مماس برون

0 2 ' ' 'R R OO R R+   + 

 

 متقاطع
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0 1 ' 'OO R R= + 

 

 مماس درون

0 0 ' 'OO R R + 

 

 متداخل

0 0 ' 0OO = 

 

 هم مرکز

 

)  رهیدو دا:  17 مثال ) ( )' ', 4 , ,3C O C O   با فرض' 6OO چند مماس مشترک   رهیدو دا ن یمفروض اند ا =

 دارند؟

1) 1 

2) 2 

3) 3 

4) 4 

 

)  رهیدو دا:  18 مثال ) ( )2 1',3 , ,5C O C O  وتر    رهیتوان رسم نمود که در دو دا ی متخارج هستند چند خط م

 .شود  جاد یا 2به طول  ییها

 

 

 

 

 

را قطع کنند   گریکد ی Bو   Aدر نقاط   ره،یاگر دو دا متقاطع:  ره ی مشترک دو دا   وتر 

در شکل    AB. )مانند پاره خط مییگو ی م ره یرا وتر مشترک آن دو دا ABپاره خط 

 .است رهیهر دو دا ی دو سر وتر مشترک رو ن، یمقابل( بنابرا
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 .متقاطع، عمود منصف وتر مشترک آنهاست رهیدو دا  نیخط المرکز د یثابت کن:   6 مسئله

 

 

 

 

 

  می و ن  رهیباشد )دا  ره یدا  نیشعاع کوچکتر rو  رهیدا م ین ن یشعاع بزرگتر Rدر شکل مقابل اگر :  19 مثال

ها دو به دو بر هم مماس اند( آنگاه نسبت   ره یدا
𝑅

𝑟
 کدام است؟ 

1) 2 

2) 3 

3) 4 

4) 5 

 

 

 

)متقاطع   رهی: در دو دا 7 مسئله ) ( )' ', ' , ,C O R C O R  د یثابت کن   :' ' 'R R OO R R+   + 

 

 

 

 

 

)  رهیدو دا  یطول مماس مشترک خارج :   4  نکته  ) ( )' ', ' , ,C O R C O R   که'OO d= به دست   ریاز رابطه ز

 :د یآ یم

 

 

 

( )
22 'd R R= −   یمماس مشترک خارج طول −
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 :اثبات

O'عمود   O'و از   میکن ی را مطابق شکل به نقاط تماس وصل م رهیدو دا  مراکز H   را برOT میکنی وارد م  .

'واضح است که:   ' , ' 'O T HT TT O H= '  یچهار ضلع رای)ز  = 'T THO  هی قائمه دارد، پس زاو ه یسه زاو  

 است.( لیقائمه بوده و مستط ز یچهارم آن ن

O'در مثلث   ثاغورس ی ف هی با استفاده از قض حال HO میدار: 

( ) ( ) ( )
2 22 2 2' ' ' ' 'O H OO OH d OH O T d R R= − = − − = − − 

 

)  ره ی در دو دا:  20 مثال ) ( )' ', ' , ,C O R C O R  برابر کدام است؟  یطول مماس مشترک خارج 

1) 'R R+ 
2) ( )'R R− 

3) 'OO 
4) 2 'OO 

 

 

  9برابر  ره یدو دا نیا ن یاست. اگر طول خط المرکز 7برابر  رهیدو دا  یطول مماس مشترک خارج:  21 مثال

 است؟  شتریکوچکتر ب ره یبزرگتر چقدر از شعاع دا رهیباشد. آنگاه شعاع دا

1) 3√2 

2) 4√2 

3) 3√3 

4) 4√3 

 

)  رهیدو دا  یطول مماس مشترک داخل :   5  نکته  ) ( )' ', ' , ,C O R C O R   که'OO d= به دست   ریاز رابطه ز

 :د یآی م

 

 .د یموضوع را ثابت کن نیا یبا توجه به شکل همانند اثبات طول مماس مشترک خارج :اثبات 

 

 

( )
22 'd R R= −   یمماس مشترک داخل طول +
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)  ره یدو دا ی: مماس مشترک خارج 8 مسئله ) ( )' ', ' , ,C O R C O R  د یرا رسم کن.( )'R R  

 

 

 

 

 

و  7√3 آنها  یمفروض اند. اگر طول مماس مشترک خارج  ’Rو    R  یمتخارج با شعاع ها  رهیدو دا:  22 مثال

باشد آنگاه مطلوب است محاسبه   8 ی آنها مساو  نیو طول خط المرکز 15√  شانیطول مماس مشترک داخل

 .  ’Rو  R  ی طول شعاع ها

 

 

 

 

)متخارج    رهیفاصله نقاط دو دا ن یکمتر :   6  نکته  ) ( )' ', ' , ,C O R C O R    :و برابر است با( )' 'OO R R− + 

 

 

 

 

  نیاست. اندازه کوچک تر 24برابر  9و   2 ی به شعاع ها رهیدو دا ی اندازه مماس مشترک خارج:  23 مثال

 باشد چقدر است؟ رهیاز دو دا ک یهر  یکه دو سر آن بر رو ی پاره خط

1) 13 

2) 14 

3) 15 

4) 16 
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را   PMکوچکتر مماس است.   رهیبر دا Mدر نقطه   ABمماس درون هستند و    Pدر   رهیدو دا:   9 مسئله

AN د یقطع کند. ثابت کن   Nبزرگتر را در   ره یتا دا م یدهیامتداد م BN= 

 

 

 

 

و    MTدو مماس  M. از نقطه میکن  ی م اریمتقاطع اخت  رهیرا بر امتداد وتر مشترک دو دا Mنقطه :  24 مثال

MT’ د ی. ثابت کنمیکنی رسم م   رهیرا بر آن دا :MT = MT’ 

 

 

 

 

)  ره یدو دا:  10 مسئله ) ( )' ', ' , ,C O R C O R   در نقطهM نقاط   د یمماس اند. ثابت کنO   ،O’   وM  یرو  

 .خط قرار دارند  کی

 

 

 

 

)  ره یاگر دو دا:  11 مسئله ) ( )' ', ' , ,C O R C O R   با   د یمتقاطع باشند ثابت کن  ایمتخارج، مماس خارج و

R'شرط   R را قطع نموده و آن را به نسبت   گریکد ی  نیخط المرکز ی رو یخارج  یمماس مشترک ها

 .کنند   یم  می تقس ره یدا  یشعاع ها
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آن دو را   یخارج ی مماس مشترک ها نیب  هیمماس خارج اند. زاو  1و  3 یبا شعاع ها رهیدو دا:  25 مثال

 .د یابیب

 

 

 

 

 

 .میرا داشته باش  ر ینکته ز م یتوانی م ی توجه به مثال بالا در حالت کل با

  هی اگر زاو نیاست، همچن ی و داخل یخارج یمماس مشترک ها  نیب ه یزاو مسازین ن یخط المرکز :   7  نکته 

 :میدار م یرا با بتا نشان ده  یدو مماس مشترک داخل ن یب هی را با آلفا و زاو یدو مماس مشترک خارج  نیب

' '
sin ,sin

2 2

R R R R

d d

 − +
= =       

 

از   ی مماس خارج اند. فاصله نقطه برخورد مماس مشترک خارج  1و  3 یبا شعاع ها رهیدو دا:  26 مثال

 .د یابیکوچکتر را ب ره یدا
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)  رهیدو دا:  27 مثال ) ( )' ', ' , ,C O R C O R   در نقطهA آنها را    یمماس خارج اند. مماس مشترک خارج

 .است هی قائم الزاو BACمثلث  د ینقاط تماس باشند، ثابت کن Cو  B. اگر میکنیرسم م

 

 

 

 

  :  8  نکته 

)مماس خارج  رهیدر دو دا ) ( )' ', ' , ,C O R C O R 2برابر است با:   ی اندازه مماس مشترک خارج 'RR  

R'برابر است با:   نیخارج اندازه خط المرکز رهیدر دو دا  :اثبات  R+ 

( ) ( ) ( )
2 2 22 ' ' ' 4 ' 2 'd R R R R R R RR RR= − − = + − − =              یمماس مشترک خارج اندازه =

 

 کدام است؟ ره یدو دا  یمماس هستند. اندازه مماس مشترک خارج  3و  2 یبه شعاع ها رهیدو دا:  28 مثال

1) 1 

2) 3√2 

3) √6 

4) 2√6 

 

)مماس خارج    رهیدو دا:  29 مثال ) ( )' ',8 , ,6C O C O    مفروض اند و'TT آنها   یمماس مشترک خارج

'  یچهار ضلع ط یاست. مح 'OTT O کدام است؟ 

1) 28 + 52√3 

2) 28 + 54√3 
3) 28 + 8√3 
4) 28 + 60√3 
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  ی بزرگتر از طول مماس مشترک داخل یمتخارج همواره طول مماس مشترک خارج ره یدر دو دا :   9  نکته 

 .آنها است

 

باشد، طول   6√4واحد متخارج اند اگر طول مماس مشترک کوچکتر آنها   5به شعاع   رهی: دو دا 30 مثال

 کدام است؟   نیخط المرکز

1) 12 

2) 15 

3) 14 

4) 11 

 

چنان رسم شده است که بر هر دو   یا ره یاست. دا Rدرجه برابر   60در شکل مقابل، شعاع قطاع :  31 مثال

 کدام است؟   رهیشعاع و کمان مماس است. شعاع دا

1) 
𝑅

2
 

2) 
𝑅

3
 

3) 
𝑅

4
 

4) 
√3

2
𝑅 

 

 

)  ره یبا توجه به شکل در دا:  12 مسئله ),C O r ک ی هیناح ن ی. اد یزده را محاسبه کن ه یسا هیمساحت ناح  

 .نام دارد رهیقطعه دا
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بر   ی رنگ  یمحاط شده است. مجموع مساحت ها  Rبه شعاع   ره یدر دا یدر شکل مقابل، مربع:  32 مثال

 چقدر است؟  Rحسب 

1) 2 1
4

R
 

− 
 

 

2) 
2 2

4 2

R R
− 

3) 
2

4

R
 

4) 2 1
2

R
 
− 

 
 

 

  نینخ، ا کیو به کمک   میرسم کن  Rبه شعاع   ی ا  رهیدا ، یضلع n ک یاگر به مرکز هر راس از  :  10  نکته 

 :د یآ یبه دست م ر یطول نخ به صورت ز م، یها را به هم ببند  ره یدا

 

 

 

 

رسم شده است.   ABC  هی مثلث قائم الزاو یبه مرکز راس ها 3به شعاع  رهیبا توجه به شکل سه دا:  33 مثال

 بندد چقدر است؟ یرا به هم م رهیسه دا ن یکه ا ی طول نخ

1) 6(4 + 𝜋) 

2) 8(3 + 𝜋) 
3) 3(4 + 2𝜋) 
4) 4(6 + 3𝜋) 

 

 

 

 

 

 

 
 نخ طول = (یضلع n طی)مح+ (  Rبه شعاع   رهیدا طی)مح
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 درس دوم   - نمونه فصل اول    مسائل 

 

 .د یابیرا ب yو   x ر یتوجه به شکل مقاد با .1

 

 الف( 

 

 

 

 

 

 ب(

 

 

 

 

 

 ج( 

 

 

 

 

 

MBتوجه به شکل اگر   با .2 MD= د یباشد ثابت کن  :BA CD=  
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کوچکتر مماس است.   رهیبر دا ACمماس داخل هستند و   Tدر نقطه   رهیتوجه به شکل، دو دا با .3

:  د یثابت کن
2BC

CD BC
AB

= + 

 

 

 

 

 .د یابیرا ب  یو خارج یمشترک داخل  یتعداد مماس ها ر یز ی از حالت ها کیهر  در .4

18  (الف ' 8 2d R R= = =  

  (ب
1

' 6 8
2

d R R= = =  

 

 

 

)  ره یدا .5 ), 6C O  و نقطهM  متر از   یسانت 12به فاصلهO   از  د یریرا در نظر بگM  یمماس ها  

',MT MT ی . اندازه هامی کن  یرسم م  ره ی دا نیرا بر ا  ', ',TT MT MT  د یابیرا ب. 

 

 

 

 

)  ره یدا .6 ), 6C O  و نقطهM   از 2√6 به فاصلهO   .داده شده اند',MT MT   در نقاط,T T  نیبر ا 

 .د یرا مشخص کن OTMT'  یمماس هستند. نوع چهار ضلع ره یدا
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با   د ی( مماس هستند. ثابت کنO)  رهیبر دا Dو  E  ،Fدر نقطه   بیبه ترت BCو  AE   ،AF یها خط  .7

 .ماند   ی ثابت م ABCمثلث  ط یمح  Fو    Eدو نقطه ثابت  ن یب ره،ی دا  یرو  Dمکان نقطه   رییتغ

 

 

 

 

 

 

  جادیدر آن ا 8به اندازه  ی که وتر  د یرسم کن ره یبر دا ی قاطع 6به شعاع  ی ا ره یدا  رونیب Pنقطه  از .8

 .کند 

 

 

 

 

 

قرار دارد.   ’C  ره یدا  یرو  C رهیمرکز دا  Oکه   ی متقاطع اند به طور Bو  Aدر نقاط   ’Cو   C ره یدا  دو .9

را در   OHعمود   Oاز  کند ی قطع م Eرا در  ’C ره یدا  ADقرار دارد که امتداد   ی طور C یرو  Dنقطه 

AE تا  می ده یو امتداد م  م یکنیرسم مC’   را درF   ( قطع کندH نیب  O  وF   ثابت کن )د یقرار دارد  

FD   برOE عمود است. 
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به   ییرا قطع کند و در آن ها وترها رهی که دو دا د یرسم کن یمفروض اند. قاطع  ’Oو    O  ره یدا  دو .10

l,'معلوم    یطول ها l  د ینما جادیا. 

 

 

 

 

  ی نخ له یبه وس  ره ی سه دا نیدو به دو بر هم مماس اند. مطابق شکل ا rبرابر    یبه شعاع ها رهیدا سه .11

6نخ برابر  نیطول ا د یاند نشان دهبسته شده  2r r+ ه یمساحت ناح  د ینشان ده نیاست. همچن  

2برابر   رهیمحدود به سه دا 3
2

r
 

− 
 

 .است 
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 سوم   درس 

 ( ی ط ی و مح   ی محاط   ی ها   ی )چند ضلع 

  شتر یاست که ب یط ی و مح ی محاط ی ها یچند ضلع ره،یدر مبحث دا  ید یمهم و کل اریاز مباحث بس یکی

 .موارد هستند  نی درس مربوط به ا  نیمطالب ا

  یمحاط   ی ضلع   چند 

  نیوجود داشته باشد که از همه رئوس آن بگذرد. در ا  یا  رهیاگر و فقط اگر دا  م ییگو  یرا محاط یضلع چند 

چند   کیگذرنده از همه رئوس  ره یبه دا ی. به عبارتمینام  یم  یآن چند ضلع ی طیمح  رهیرا دا رهیصورت دا

 .میی گو ی آن م ی طیمح  رهیدا ، یمحاط یضلع

 .است یمحاط  یپنج ضلع  کی ABCDEدر شکل مقابل   مثلاً

 .ستند ین یمحاط  ریز یها  ی به عنوان مثال چند ضلع و

 

 

 

 

نقطه همرس   کیهمه اضلاع آن در  ی است اگر و فقط اگر عمود منصف ها یمحاط ی چند ضلعیک  :   1نکته

 .است ی چند ضلع ی طیمح  ره ینقطه مرکز دا نیا. باشند 

باشند.  ره یدا  کی ی رو  …ABCD ی تمام رئوس چند ضلع د یابتدا فرض کن :اثبات 

  یمرکز رو  نیفاصله است پس ا ک یاز دو سر هر ضلع آن به  ره یدا  نیپس مرکز ا

مرکز    د یاز دو نقطه بگذرد با ی ا ره یآنکه دا یعمود منصف هر ضلع قرار دارد. )برا 

  یعن یآن باشد.(  سرباشد که آن دو نقطه دو   یعمود منصف پاره خط ی آن رو

 .همه اضلاع همرس اند  ی عمود منصف ها

همرس باشند پس  Oتمام اضلاع در نقطه   یعمود منصف ها  …ABCD یدر چند ضلع  د یفرض کن  حال

عمود   یفاصله خواهد شد، )هر نقطه رو  ک یبه  یچند ضلع  ن یاست که از همه رئوس ا یاتنها نقطه   Oنقطه  

   OA  ثلاًو به شعاع م   Oاگر به مرکز   یعنیفاصله است.(   کیپاره خط از دو سر آن پاره خط به   کی منصف 
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است.   ی محاط …ABCD ی چند ضلع یعنیحتما از تمام رئوس خواهد گذشت  ره یدا  نیا م،یرسم کن یاره یدا

 .کتاستیاست و در صورت وجود  یچند ضلع  ی طیمح  رهیمرکز دا  Oنقطه  

 

اضلاع همرس اند پس هر مثلث   یدر هر مثلث عمود منصف ها م یدان ی م :   2  نکته 

مثلث، محل برخورد عمود منصف   یط یمح  رهیاست. مرکز دا ی محاط ی چند ضلع کی

 .اضلاع است یها

 

مساحت آن باشد، ثابت   sآن و  ی طیمح  رهیشعاع دا Rو    ABCطول اضلاع مثلث  cو  a   ،b: اگر  1 مسئله

:  د یکن
4

abc
R

s
= 

 

 

 

 

برابر با    aبه طول وتر  ABC  هی مثلث قائم الزاو ی طیمح رهیشعاع دا د یثابت کن:   2 مسئله
2

a
R  .است =

 

 

 

 

آن برابر کدام   یطی مح ره یشعاع دا BC = 25و   AC = 7و  AB = 24به اضلاع   ABC: در مثلث  1 مثال

 است؟

1) 6 

2) 12 

3) 12.5 

4) 6.5 
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 .د یرا به دست آور یطی مح ره ی، اندازه شعاع دا 8و  5،  5به طول اضلاع  ی: در مثلث  2 مثال

 

 

 

 

و   Dرا در  BC، ضلع  A  هی زاو  یداخل مسازی. اگر ن م ی کنیآن را رسم م ی طیمح رهیو دا  ABCمثلث  :  3 مسئله

: با نوشتن نسبت  ای متشابه اند. ثان AECو  ABDدو مثلث    د یقطع کند اولاً: ثابت کن  Eرا در  یط یمح ره یدا

2AD  :د یری بگ  جهیرا نت ری رابطه ز ی تشابه و استفاده از روابط طول یها AB AC BD DC=  −   

   

 

 

 

اندازه دو ضلع مجاورش است   نیب یهندس  نیانگ یم A ی داخل ه یزاو  مسازیاندازه ن ABCدر مثلث :  3 مثال

 درست است؟  نه ی کدام گز

1) ˆ 90A =  

2) ˆ 90A   

3) ˆ 90A   
 .غلط است فرض  (4

 

  ی را رو گریکد یمقابل به آن ضلع،  ه یزاو مسازی ضلع هر مثلث و ن ک یعمود منصف  د ی: ثابت کن 4 مسئله

 .کنند ی مثلث قطع م  یط یمح ره یدا
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متقاطع اند طول   Mدر نقطه   BCو عمود منصف    A مسازین R = 5و  BC = 8با   ABCدر مثلث :  4 مثال

BM   کدام است؟ 

1) 3 

2) 2√5 

3) 4 

4) 3√2 

 

 .راس آن معلوم باشند   کی ر ینظ ی داخل مسازیو ن انه یکه اندازه ارتفاع، م  د یرسم کن ی مثلث:  5 مثال

 

 

 

 

 

 

 

 است( ی طیمح  رهیشعاع دا R. )  د یرسم کن Rو  AB  ،ACرا با معلومات  ABCمثلث :  6 مثال

 

 

 

 

 

 :ی محاط   ی ضلع   چهار 

است. برخلاف   «یمحاط ی دارد، »چهار ضلع یاژه ی و  تیکه در هندسه اهم یمحاط ی ها یاز چند ضلع  یکی

 .ستند ین یلزوما محاط گرید ی ها یاست. همه چند ضلع  یمثلث که همواره محاط
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( )
1ˆ ˆ 360 180
2

A C+ =  =   

 

 .برقرار است ر یمهم ز تیعمود منصف ها خاص یعلاوه بر همرس  یمحاط یچهارضلع در

 

 .مقابل آن مکمل باشند  ه ی است اگر و فقط اگر دو زاو یمحاط ی چهار ضلع ک ی :   1  ه ی قض 

نصف مجموع   Ĉو   Â  یباشد، مجموع اندازه ها ی محاط ABCD  یچهار ضلع می فرض کن :   ه ی قض   اثبات 

 .است DABو   DCB  یکمان ها  یاندازه ها

 

 

 

 :   جهی درجه است. در نت 360دو کمان   نیا ی اندازه ها مجموع 

 

ˆ پس ˆ,D B   گرند یکد یهم مکمل. 

ˆ  می فرض کن  : ه ی عکس قض   اثبات  ˆ,C A  یچهار ضلع م یکن  یمکمل باشند، با برهان خلف ثابت م ABCD  

خط راست   ک ی ی رو Cو    B  ،Dنقاط  رای گذرد، ز یم  ره یدا  کیهمواره  Dو  B   ،Cاست. از سه نقطه   یمحاط

 (دهند ی مثلث م  لی. )تشکستند ین

  A'مانند   ی گریرا در نقطه د  ADنگذرد خط   Aاز   ره یدا  نیا اگر

است.  Dو   A' نی ب Aبا   Dو   A  نیب A'که    کند یقطع م

A'  یاکنون چهار ضلع  BCD است پس  یمحاطˆ ˆ' ,BA D C   مکمل

ˆ  د یبا جه ی اند در نت ˆ' ,BA D A ست یممکن ن نیهم اندازه باشند و ا  

مجاورش   ریغ ی داخل ه یمثلث از زاو ک یدر  یخارج ه ی)چون زاو

 .است A'همان   Aبزرگتر است.( پس  

 

 .برقرار است ر یز ط یشرا ABCD  یمحاط یچهارضلع در

ˆروبرو مکمل اند   یایزوا (1 ˆ ˆ ˆ 180A C B D+ = + =  

3آن برابر است    یراس روبرو ر ینظ یخارج هی با زاو یچهارضلع یداخل  هی زاو هر (2
ˆ ˆC A= 

 

 

( )
1ˆ

12 ˆ ˆ
1 2ˆ
2

A DCB

A C DCB DAB

C DAB


= 

 + = +
=
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 .سازند برابر است یکه قطرها با دو ضلع روبرو م  یا ه یزاو (3

 

 

 

را رسم    AFو  AEدو وتر دلخواه   Aمفروض است. از نقطه  رهیدا ک یاز  BCوسط کمان  A: نقطه  7 مثال

 .است یمحاط MEFN یچهار ضلع  د یقطع کنند. ثابت کن Nو    Mدر نقاط  بی را به ترت  BCتا وتر    میکنیم

 

 

 

 

 

  یچهار ضلع نیشده است. ا جادیا یچهار ضلع کی  ی ذوزنقه ا  یداخل  یایزوا یمسازهاین ی از تلاق : 8 مثال

  همواره کدام است؟

  مربع (1

  یمحاط (2

  لیمستط (3

 ی لوز (4

 

ˆ یخارج  یها مسازین ی و محل تلاق 𝐼را   یداخل  یمسازهاین یمحل تلاق ABC: در مثلث  9 مثال ˆ,C B   را𝐼′  

 .است  یمحاط  ABMC ی: چهار ضلعد یباشد، ثابت کن ′𝐼𝐼وسط پاره خط  M. اگر مینام یم

 

 

 

 

 

1 1 2 2

1 2 2 1

ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆ

A D A B

B C D C

= =

= =
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 .باشد  نیالساق ی باشد، آن است که متساو ی محاط یاآن که ذوزنقه  یبرا یشرط لازم و کاف  :   3  نکته 

 :باشد پس CDو   AB ی با قاعده ها یذوزنقه محاط کی  ABCD یچهار ضلع د یابتدا فرض کن :اثبات 

 

 

 :میدر ذوزنقه دار ی طرف از

 

پس:   AD = BCباشد و   CDو  AB  یبا قاعده ها نیالساق ی ذوزنقه متساو ک ی ABCD د یفرض کن  حال
ˆ ˆC D=  میدان  یم  یاز طرف  ˆ ˆ 180A D+ =  جهی در نت  ˆ ˆ 180A C+ =  ذوزنقه    نیا( 1) هی پس طبق قض

 .است یمحاط

 

 هستند؟  یهمواره محاط ریز  یها ی: چه تعداد از چهارضلع 10 مثال

 ت یکا –  نیالساق یذوزنقه متساو  –مربع   –  یلوز  –الاضلاع   یمتواز  –  لیمستط

1) 2 

2) 3 

3) 4 

4) 5 

 

که    یا ه ی و دو زاو م یقطر ها را رسم کن یچهار ضلع کیاگر در  :   5  نکته 

  یسازند با هم برابر باشند، آنگاه آن چهار ضلع یقطرها با دو ضلع روبرو م

1در شکل مقابل    گریاست. به عبارت د یحتما محاط 1
ˆ ˆA B=   آنگاهABCD 

 .است یمحاط

 .توان اثبات کرد  ی نکته را با برهان خلف م نیا :اثبات 

 

ˆ ˆ 180 (1)

ˆ ˆ 180 (2)

A C

A D

+ = 

+ = 
 

ˆ ˆ(1), (2) C D AD BC =  =  
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 .است یمرکز ارتفاع Hسه ارتفاع و   ’CCو    ’AA’  ،BB  ی، پاره خط ها ABCدر مثلث  :  11 مثال

 .د یرا مشخص کن یمحاط  یها ی ( چهار ضلعالف

 .هستند  ’A’B’Cمثلث    یها مسازین ABCمثلث  یارتفاع ها د ی( ثابت کنب

 .د یسه ارتفاع از مثلث آن را رسم کن ی ( با معلوم بودن پاج

 

 

 

 

 

  ی ط ی مح   ی ضلع   چند 

وجود داشته باشد که بر   ی ا ره یاگر و فقط اگر دا م ییگو  یط یرا مح یضلع چند 

چند   نیا یمحاط رهیرا دا ره یصورت دا ن یآن مماس باشد. در ا  یهمه ضلع ها

 .م ینام ی م یضلع

مماس باشد  ی طیمح  یکه به همه اضلاع چند ضلع  ی ا ره یبه دا گریعبارت د به

 .مییگو  ی آن م ی محاط   ره ی دا 

 

نقطه همرس   کیآن در   یها ه یزاو یها مسازیاست اگر و فقط اگر همه ن یطی مح  یچند ضلع  کی :   5  نکته 

ها همرس  مسازی تا از ن n-1اگر  ی ضلع n کیاست. )در   یچند ضلع یمحاط ره ینقطه مرکز دا نیباشند. ا

 .( گذردی م  یهم حتما از محل همرس  nراس  مسازیاست و ن  یطی مح ی ضلع nباشند. 

در نقاط تماس بر اضلاع عمود   ره یباشد. شعاع دا یطی مح …ABCDE یچند ضلع د یابتدا فرض کن :اثبات 

 .است

 

  

 

 

1 2

1 2 1 2
ˆ ˆ

OH OH r
OH A OH A A A

OA

 = = 
  =


 

 مشترک

 وتر و یک ضلع
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و...   OB   ،OCکه   شودی ثابت م بیترت نیاست. به هم A  هی زاو مسازین OA  یعنی

مرکز   یعن یهمرسند.  Oها در نقطه   مسازیها هستند. پس همه ن  هی زاو مسازین زین

. حال فرض  کتاستیاست و  یچند ضلع یها مسازی محل برخورد ن  یمحاط ره یدا

همرس   O نقطه ها در  هی همه زاو ی ها مسازین …ABCD ی در چند ضلع د یکن

 .میکنی بر اضلاع عمود رسم م Oباشند، از 

 

2:  میاستدلال دار نیهم با 3OH OH= 1 نیو بنابرا 2 3 ...OH OH OH= = = 

مماس   …ABCD  یبر همه اضلاع چند ضلع  می رسم کن یاره یدا 1OHو به شعاع   Oاگر به مرکز  یعنی

 .آن خواهد بود ی محاط ره یخواهد بود و دا

 

باشد، ثابت   rبرابر   یمحاط ره ی، شعاع دا 2p ط یو مح sبا مساحت  ی طی مح یچند ضلع ک یاگر در :  5 مسئله

 s = rp: د یکن

 

 

 

 

 

چقدر   یباشد، مساحت لوز  8 ی لوز یاز قطر ها یک یو   2برابر  ی لوز  کی یمحاط  رهیاگر شعاع دا:  12 مثال

 است؟

1) 32 

2) 
32

√2
 

3) 
32

√3
 

4) 
35

√5
 

 

 

 

(O آب است مسازین یرو.) 1 2OH OH=  
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 یا

 

درون مثلث    یها در نقطه ا هی زاو  یداخل یها مسازی چون در هر مثلث ن :   6  نکته 

سه   یمثلث محل همرس   یمحاط  رهیاست. مرکز دا ی طی همرس اند هر مثلث مح

 .است مسازین

 

  𝐼که معمولاً با   رهیدا ن یتا مرکز ا  میکنیها را رسم م  هی زاو یمسازهایمثلث ابتدا ن یمحاط رهیرسم دا یبرا

  نیعمود همان شعاع ا ن ی. اندازه امیکن ی از اضلاع عمود رسم م ی کیبر  𝐼مشخص شود. از   میدهی نشان م

  یمحاط رهیرا دا  ره یدا  نی. امیکنی را رسم م  رهیو شعاع عمود گفته شده دا 𝐼است. و سپس به مرکز   ره یدا

  یط یمح  یها یضلع  nو بنا بر آنچه در مورد   میده   ینشان م r. معمولاً شعاع آن را با  مییمثلث گو یداخل

s:  میدار  م،ینشان داد
r

p
= 

 

دو راس، از اضلاع    رینظ ی خارج یمسازهایدر هر مثلث محل برخورد ن :   7  نکته 

  نیراس سوم قرار دارد. بنابرا ری نظ یداخل مسازین  ی فاصله است پس رو ک یبه 

ها بوده و بر   مسازی ن ن یا یتوان رسم کرد که مرکز آن محل تلاق  یم  یا ره یدا

  ره یرا دا ره یدا نیمثلث مماس باشد. ا گریشامل دو ضلع د  یضلع و خط ها کی

که هر مثلث   د یکن ی. با توجه به شکل ملاحظه م ند یمثلث گو یخارج یمحاط

 .است یخارج  یمحاط ره ی سه دا یدارا

دارند. که    کسانی یامتداد اضلاع مثلث فاصله ها  اینقطه وجود دارد که از اضلاع  4در صفحه مثلث   : جه ی نت 

 .آن هستند  یو خارج ی داخل یمحاط  ی ها رهیهمان مرکز دا

 

طول ضلع   aو  ط ینصف مح pمساحت و    sو   Aراس  ی روروبه  یخارج یمحاط ره یشعاع دا arاگر  :  6 مسئله

BC   از مثلثABC د یباشد، ثابت کن  :( )a a

s
r s r p a

p a
= = −

−
 

 

 

 

 

' ''IH IH IH r= = =  
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,و   ی داخل یمحاط  ره یشعاع دا rاگر :  7 مسئله ,c b ar r r مثلث   یخارج یمحاط یها ره یدا  یشعاع هاABC  

  :د یباشند ثابت کن

 

 

 

 

 :و سه ارتفاع برقرار است ی داخل یمحاط رهی شعاع دا نیب ر یرابطه ز ABCدر مثلث   د یثابت کن  :ن ی تمر 

 .د یسیهر سه ارتفاع بنو یفرمول مساحت را برا : یی راهنما 

 

 

 

 

بر سه ضلع مثلث مماس است. اگر   Eو  M   ،Nدر نقاط   ی داخل یمحاط رهی دا ABCدر مثلث  :  13 مثال

BC = 8  وAC = 7  وAB = 9   باشد، آنگاه طولBE  برابر کدام است؟ 

 

 

 

 

  AE = p-a:  د یمماس باشد، ثابت کن Eدر نقطه  ABبر ضلع   ABC ث مثل یداخل  یمحاط ره یاگر دا:  8 مسئله

 .است BCاندازه ضلع  aمثلث و   ط ینصف مح pکه در آن 

 

 

 

 

1 1 1 1

a b cr r r r
= + +  

1 1 1 1

a b cr h h h
= + +  
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2
, ,

3 3
a

h
r h r R h= = =  

 

بر   Fو    Eدر نقاط   نیو همچن BCبر ضلع  Dدر نقطه  Aروبرو به راس  یخارج ی محاط ره ی: دا 9 مسئله

 :د یباشد، ثابت کن ABCمثلث   ط ینصف مح  pمماس است. اگر   ACو    ABاضلاع  یامتداد ها

AE (الف AF p= CD, (ب  = p b BD p c= − = −  

 

 

 

 

  رهیدا ن یمماس است و همچن BCبر ضلع  Dدر نقطه   یداخل  یمحاط ره ی، دا ABCدر مثلث  :  14 مثال

DD':  د یمماس است. ثابت کن BCبر  ’Dدر نقطه    Aراس  ی رو به رو یخارج یمحاط b c= − 

 

 

 

 

 :د یاست ثابت کن  hکه اندازه ارتفاع آن    ABCالاضلاع  ی: در مثلث متساو10  مسئله

 

 

 

 

 

باشد، ثابت   یداخل یمحاط رهیشعاع دا rو   ط ی نصف مح  pاگر   aبه وتر  هیدر مثلث قائم الزاو :  15 مثال

 r = p - a: د یکن
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  یو محاط ی طیمح یها  رهیدا نیطول خط المرکز 12√الاضلاع به ضلع    ی در مثلث متساو:  16 مثال

 .د یرا به دست آور یخارج

 

 

 

 

است. طول قطعه مماس   رهیدا ک یبر  ط یمح BC = 9و  AB = 6  ،AC = 7مثلث به اضلاع :  17 مثال

 چقدر است؟ رهیدا ن یبر ا Aمرسوم از 

1) 2 

2) 3 

3) 4 

4) 5 

 

 .ستند ین  یطی لزوما مح  گرید یها  ی است همه چند ضلع یطیمثلث که همواره مح   برخلاف

  ی ط ی مح   ی ضلع   چهار 

sو   یداخل  یمسازهاین ی علاوه بر همرس  یطی مح ی چهار ضلع در
r

p
 .برقرار است ر یمهم ز تیخاص =

 

دو ضلع مقابل برابر مجموع اندازه   ی است اگر و فقط اگر مجموع اندازه ها یطیمح ی چهار ضلع ک ی :   2  ه ی قض 

 .باشند  گریدو ضلع مقابل د یها

  رونینقطه ب ک یکه دو مماس رسم شده از   میدان  ی باشد م یط یمح  ABCD یچهار ضلع  می فرض کن :اثبات 

 .هستند  کسانی یاندازه ها ی دارا ره یبر دا ره یدا

 

, , ,

AB CD AM BM CP DP AB CD AQ BN CN DQ

AM AQ BM BN CP CN DP DQ AD BC

+ = + + + + = + + +


= = = = = +
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AB  یاضلاع رابطه  ن یب ABCD یدر چهار ضلع د یفرض کن  حال CD BC AD+ =  .برقرار باشد  +

کنند. با توجه به   ی قطع م 𝐼مانند    یرا در نقطه ا  گریهمد  Cو   B  هی دو زاو یمسازهاین

فاصله   ک یبه  هی باشد، از دو ضلع زاو ه یزاو کی مسازین ی )هر نقطه رو  مسازین ی ژگیو

)فاصله است.    کیبه  ABو    CD   ،BCاز سه ضلع   یاست(، نقطه ا  )IM IN IP= =  

  ABو    CD   ،BCبر اضلاع  ره ی دا نی. امیکنی رسم م 𝐼𝑀و شعاع   𝐼به مرکز   یاره یدا

  ن یهم مماس باشد حکم ثابت شده است. اگر ا ADبر  رهی دا ن یمماس است. حال اگر ا

قطع کند   Eمانند   یارا در نقطه  CDتا خط  میکن یرسم م  رهیبر دا یمماس  Aمماس نباشد از    ADبر   ره یدا

شود پس طبق   یواقع م  Pو   E ن یب D ا ی Dو  P نی ب Eصورت  نی( در اکند؟یرا قطع م  CDمماس چرا  نی)ا

AB  میدار(  1قسمت ) EC AE BC+ = +  (ABCE  حال رابطه اخ یمحاط )و فرض سوال را باهم   ری است

 :میکنیم  سهیمقا

 

 

  E نیب Dمماس است )اگر  زین  ADبر ضلع   ره یاست و دا Dهمان  Eاست. پس  ی مثلث  یخلاف نامساو  نیا و

DEباشد   Pو  AE AD=  .است که مانند قبل تناقض است( −

 

 .می عمل کن ر یبه صورت ز میتوانیم  هی اثبات عکس قض یبرا

AB,:  یعنی میکنیجدا م ADو  ABبه اندازه    CDو   BCاضلاع  ی شکل رو مطابق BM AD DN= ؛   =

AB CD AD BC AB CN DN AD BM CM CN CM+ = +  + + = + +  طبق فرض پس مثلث   =

  یعمود منصف ها Dو   B   ،C  یها مسازین جه ی هستند در نت نیالساق یمتساو ADNو    ABM   ،CMN یها

AM  ،MN    وAN  یمسازهاین یهستند که همرسند. پس نقطه همرس B  ،C  وD به   ی ضلع راز اضلاع چها

 .( استیمحاط رهیمماس بر اضلاع )دا ره یفاصله است و مرکز دا کی

گرفت که دو ضلع روبرو    جهیتوان نت  یکه بر اساس فرض، م م یکن توجه 

ضلع ها باشند و حتماً دو ضلع   ن یتوانند بزرگتر ی نم یچهار ضلع  نیدر ا

 .دو ضلع بزرگتر باشند  CDو   CB میبزرگتر، مجاورند و ما فرض کرد

( ), ,CB CD AB AD 

 

( )
AB EC AE BC

CD EC AD AE DE AD AE
AB CD BC AD

−
+ = + 

⎯⎯→ − = −  = −
+ = + 
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 هستند؟  یط یهمواره مح ریز  یها یچه تعداد از چهار ضلع:  18 مثال

  مربع – نیالساق ی ذوزنقه متساو –  یلوز  –  لیمستط –الاضلاع   ی متواز

1) 1 

2) 2 

3) 3 

4) 4 

 

است. اندازه   Rبه شعاع   ی ا ره یبر دا ط یواحد مح 18و  8 یبه قاعده ها نیالساق ی ذوزنقه متساو:  19 مثال

R   کدام است؟ 

1) 5 

2) 6 

3) 6.5 

4) 9 

 

 

دو    نیب یواسطه هندس  ی محاط ره یقطر دا ،یط یمح  نیالساق یدر ذوزنقه متساو   د یثابت کن:  11 مسئله

 .قاعده است

 

 

 

 

 

آن به    یگذرند و اندازه سه ضلع متوال ی نقطه م کی از  ی چهار ضلع کی  یداخل ی ایزوا مسازیسه ن:  20 مثال

 است. اندازه ضلع چهارم آن کدام است؟ 91و   107،  72 بیترت

1) 56 

2) 88 

3) 90 

4) 126 
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180
2 sin

180
cos

180
2 tan

r
nk

n
r

n




= =


 

 

است.   ط یمح R = 3به شعاع  یا  رهیدارد بر دا ز یدرجه ن  30 ه یکه زاو یاه یذوزنقه قائم الزاو:  21 مثال

 .د یمساحت ذوزنقه را به دست آور

 

 

 

 

 

چهار   نیا یمحاط رهیاست. اگر شعاع دا  CD = 12و   ABCD  ،AB = 8  یطیمح  یدر چهار ضلع:  22 مثال

 .د یرا به دست آور یباشد، مساحت چهار ضلع 4 یضلع

 

 

 

 

  45است. اگر مساحت ذوزنقه  ط یمح  R = 3به شعاع  یا ره یبر دا نیالساق یذوزنقه متساو   کی:  23 مثال

 واحد مربع باشد، طول ساق آن کدام است؟

1) 7 

2) 7.5 

3) 8 

4) 8.5 

 

نسبت تشابه   نیمتشابه هستند بنابرا ره یدا  کیبر  ی طیو مح  یمنتظم محاط ی ضلع nدر هر دو   :  10  نکته 

 :آنها برابر است با

 

2  یمنتظم مساو   یدو ان ضلع ن یا ینسبت مساحت ها پس 180
cos

n

 است. 
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  نیبر هم یگریمنتظم د ی محاط و شش ضلع  rبه شعاع   ی ا ره یمنتظم در دا یشش ضلع  کی:  24 مثال

 .د یرا به دست آور  ی دو شش ضلع  نیا یاست نسبت مساحت ها ط یمح ره یدا

 

 

 

 

 

 .د یمحاط است، را به دست آور 6به شعاع   یاره یمنتظم که در دا یضلع  12 کیمساحت :  25 مثال

 

 

 

 

 

  یمحاط رهیواحد مربع است. مساحت مربع محاط در دا3√27   یالاضلاع یمساحت مثلث متساو:  26 مثال

 مثلث چقدر است؟

1) 16 

2) 18 

3) 27 

4) 32 


